
Plan du cours

1 Calcul différentiel

2 Théorie générale des ED : x ′(t) = f
(
x(t)

)
3 Cas linéaire autonome : x ′(t) = Ax(t)

4 Linéarisation & ED linéaires non autonomes :
δx ′ = Df (x(t)) · δx & x ′(t) = A(t)x(t)

5 Équilibres et stabilité,
x ′ = f (x) vs δx ′ = Df (x0) · δx

6 Introduction à l’automatique :
x ′(t) = f (x(t), u(t))
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ED linéaires autonomes

ED autonome générale : x ′ = f (x), x ∈ Ω ⊂ Rn.

Cas linéaire : f (x) = Ax et Ω = Rn [ou Cn]

⇒ x ′(t) = Ax(t)

où A ∈ Mn(R) et x ∈ Rn [ou A ∈ Mn(C) et x ∈ Cn]

Exemple (n = 1)

y ′(t) = αy(t), avec
{
α ∈ R
y(·) : R→ R

=⇒ Solution : y(t) = eα(t−t0)y(t0).
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2. Exponentielle de matrices

Déf. exp : A ∈ Mn(R) 7−→ expA = eA =
∞∑

k=0

Ak

k!
∈ Mn(R)

f (t) = etA dérivable, f ′(t) = etAA = AetA = Af (t).

Si P inversible, PeAP−1 = ePAP−1

Théorème
L’unique solution de x ′(t) = Ax(t) t.q. x(t0) = x0 est

x(t) = e(t−t0)Ax0, t ∈ R,

⇒ φt = etA et ED complète.

−→ il suffit de savoir calculer etA ! . . . et en fait etPAP−1 suffit
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Principe : quand A est diagonalisable, c-a-d,

A = P

 λ1
. . .

λn

P−1,

alors etA = P

etλ1

. . .
etλn

P−1

Comment faire dans le cas général ?
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Polynôme caractéristique : PA(λ) = det(λI − A),
Dans C, PA(λ) = (λ− λ1)p1 · · · (λ− λr )pr

où
{
λ1, . . . , λr ∈ C valeurs propres distinctes de A ;
p1 + · · ·+ pr = n

Sous-espaces propres : Πj = Πλj = kerC(A− λj I),

dimΠj ≤ pj

Sous-espaces caractéristiques : Γj = Γλj = kerC(A−λj I)pj

−→ Πj ⊂ Γj et Γj invariant par A

Rappel : A ∈ Mn(C) diagonalisable (dans C)

si ∃ une base de Cn formée de vecteurs propres de A
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Théorème de décomposition des noyaux

Cn = Γ1 ⊕ · · · ⊕ Γr

=⇒ dim Γj = pj , et

A|Γj = λj I|Γj + Nj , avec Npj
j = 0.

A ∈ Mn(C) diagonalisable dans C

⇐⇒ Cn = Π1 ⊕ · · · ⊕ Πr

⇐⇒ dimΠj = pj ∀j

⇐⇒ Πj = Γj ∀j

⇐⇒ Nj = 0 ∀j
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Théorème de Jordan
Il existe P ∈ GLn(C) telle que

A = P

J1 . . .
Jr

P−1,

où Jj = λj I + Nj matrice (pj × pj).

Application au calcul de l’exponentielle

etA = P

etJ1
. . .

etJr

P−1

avec etJj = etλj
(
I + tNj + · · ·+ tmj−1

(mj − 1)!
Nmj−1

j

)
.

où mj = plus petit m tel que Nm
j = 0.

N.B. mj = 1 ⇔ Πj = Γj ⇔ Nj = 0 ⇔ A|Γj diagble

9 / 16

Plan de la séance

1 Introduction

2 Exponentielle de matrices

3 Réduction de Jordan

4 Forme générale des solutions de x ′(t) = Ax(t)

10 / 16

Forme des solutions dans Cn

Théorème
Soit A ∈ Mn(C). Toute solution de x ′(t) = Ax(t) dans Cn s’écrit

x(t) =
r∑

j=1
etλj

(mj−1∑
k=0

tkvj,k

)
, avec vj,k ∈ Γj .

En fait, dans la décomposition

Cn = Γ1 ⊕ · · · ⊕ Γr ,

si x(0) = v1,0 + · · ·+ vr ,0, alors

x(t) = etλ1
(∑

k

tk

k!
Nk

1
)
v1,0 + · · ·+ etλr

(∑
k

tk

k!
Nk

r
)
vr ,0
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Forme des solutions dans Rn

Si A ∈ Mn(R), PA(λ) =
s∏

j=1
(λ− λj)

pj
q∏

j=s+1

[
(λ− λj)(λ− λ̄j)

]pj

Soit A ∈ Mn(R). Toute solution de x ′(t) = Ax(t) dans Rn s’écrit

x(t) =
q∑

j=1
eαj t

(mj−1∑
k=0

tk[ cos(βjt) aj,k + sin(βjt) bj,k
])
,

où αj = <e(λj), βj = =m(λj), et aj,k , bj,k ∈ Ej .

Sous-espaces réels : Ej = Γλj ∩ Rn, 1 ≤ j ≤ s

Ej = (Γλj ⊕ Γλ̄j
) ∩ Rn, s + 1 ≤ j ≤ q.

⇒ Rn = E1 ⊕ · · · ⊕ Eq
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En fait, dans la décomposition Rn = E1 ⊕ · · · ⊕ Eq,

x(t) = x1(t) + · · ·+ xq(t) avec
xj(t) = eλj t

mj−1∑
k=0

tkaj,k , 1 ≤ j ≤ s

xj(t) = eαj t
mj−1∑
k=0

tk[ cos(βjt) aj,k + sin(βjt) bj,k
]
, s + 1 ≤ j ≤ q.

Comportement asymptotique

si <e(λj) > 0, ‖xj(t)‖ −→ ∞ quand t → +∞ ;

si <e(λj) < 0, xj(t) −→ 0 quand t → +∞ ;

si <e(λj) = 0, deux possibilités :
mj = 1 : xj(t) borné sur R (périodique) ;

mj > 1 : ‖xj(t)‖ −→ ∞ quand t → ±∞
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Déf. E s =
[ ⊕
<eλj<0

Γj
]
∩ Rn =

⊕
<eλj<0

Ej esp. stable,

Eu =
[ ⊕
<eλj>0

Γj
]
∩ Rn =

⊕
<eλj>0

Ej esp. instable,

E c =
[ ⊕
<eλj =0

Γj
]
∩ Rn =

⊕
<eλj =0

Ej esp. indifférent

⇒ Rn = E s ⊕ Eu ⊕ E c

Théorème (Caractérisation dynamique de E s , E u, E c)
E s =

{
x(0) ∈ Rn : lim

t→+∞
x(t) = 0

}
Eu =

{
x(0) ∈ Rn : lim

t→−∞
x(t) = 0

}
E c =

{
x(0) ∈ Rn : ∃C > 0 t.q., pour |t| grand,

C−1 ‖x(0)‖ ≤ ‖x(t)‖ ≤ C |t|n ‖x(0)‖
}
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Exemple : A ∈ M2(R), valeurs propres λ1 6= λ2 réelles

E2

x2

x1

E1

Cas λ1 < 0 < λ2

=⇒ E s = E1 et Eu = E2

x2

x1

E1 E2

Cas λ1 < λ2 < 0

=⇒ E s = R2
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Conclusions

Pour x ′ = Ax , avec A ∈ Mn(R).

Toutes les solutions −→ 0 quand t → +∞

⇐⇒

toutes les valeurs propres de partie réelle < 0

Au moins une valeur propre de partie réelle > 0

=⇒ des solutions divergent

16 / 16


	Introduction
	Exponentielle de matrices
	Réduction de Jordan
	Forme générale des solutions de x'(t)= A x(t)

